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Transformacdes lineares
O que é isso?

Transformacdes lineares s3o funcbes que preservam toda a estrutura de
espaco vetorial.
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Transformacdes lineares
A definicio

Sejam V e W espacos vetoriais. Uma funcdo T: V — W é uma
transformacio linear se

@ T(u+v)= T(u)+ T(v) para todos u,v € V;

@ T(Au)=AT(u) paratodos \e Reue V.
(Dizemos que T preserva a soma e a multiplicagdo por escalar.) )
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Transformacds lineares

Exemplos basicos

A funcio identidade
idy: V=V, idy(v)=v

é linear: paratodosv,w e Ve A € R,
e idy(v+w)=v+w
= idy(v) +idy(w)
e idy(A\v) = Av
= Aidy(v)
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Transformacgdes lineares

Exemplos basicos

Se V, W sdo espacos vetoriais, a funcdo nula
0: V=W, 0(v)=0y

é linear: Para todos v,w € V e A € R,
o O(v+w) =0

=0w + 0w
= 0(v) +0(w)
e 0(A\v) =0w
= A0y
= \0(v)
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Transformacgdes lineares

Exemplos basicos

Se V é um espaco vetorial e o € um escalar fixo, entdo a funcio
M=M,:V =V, M(v) = av

é linear: paratodosv,w e Vel eR,
e M(v+w)=a(v+w)
=av+aw
= M(v) + M(w)
o M(Av) = a(Av)
= (aN)v
= (Aa)v
= AMav)
= AM(v)
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Transformacdes lineares

E as “funcdes lineares” de (Pré-)Calculo?

E as funcdes da forma
f:R—R, f(x) = ax+ b?
N&o séo lineares (para b # 0)!
f(x+y)=alx+y)+b f(x)+f(y) = (ax+ b) + (ay + b)
=a(x+y)+2b

E.g. f(0+0)=f(0) = b mas f(0) + (0) = 2b.
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Transformacdes lineares
Propriedades basicas

Teorema

Seja T: V — W uma transformacéo linear. Entgo
Q@ T(0v)=0w;
@ T(—v)=—T(v) paratodov eV

Q@ 7(0y)=T(0-0v) Q@ T(—v)=T((-1)v)
=0-T(0y) =(-1)- T(v)
=Ow =—T(v)
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Transformacdes lineares

Propriedades basicas

Teorema

Uma funcdo F: V — W entre dois espacos vetoriais é linear se, e somente
se,

F(u+ Av) = F(u) + A\F(v)
para todos u,v € V e A € R.

Se F é linear, entdo

F(u+Av) = F(u)+ F(\v) (F preserva somas)
= F(u)+ AF(v) (F preserva multiplicag3o)
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Transformacgdes lineares

Propriedades basicas

Reciprocamente, suponha que
F(u+ Av) = F(u) + AF(v) (%)

para todos u,v € Ve A € R.

Q@ F(Ov) = F(Oy+1-0v)
= F(Oy)+1-F(Oy) (por (x)comu=v=0y, A=1)
= 2F(0y).
Portanto, F(0y) = Ow .
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Transformacgdes lineares

Propriedades basicas

Suponha que
F(u+ Av) = F(u) + AF(v) (%)

para todos u,v € Ve A € R.
QO F(Oy)=0w. (V)
Q@ Flu+v) = Fu+1-v)

= F(u)+1F(v) (por (x) com A =1)
= F(u)+ F(v)
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Transformacgdes lineares

Propriedades basicas

Suponha que
F(u+ Av) = F(u) + AF(v) (%)

para todos u,v € Ve A € R.

Q F(0v) =0w. (V)

Q@ F(ut+v)=F(u)+ F(v). (V)

@ F(\v) = F(Oy+A\v) ,
= F(0y)+ AF(v) (por (¥) com u=0y)
= Ow + AF(v) (por (1))
= AF(v)
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Transformacgdes lineares

Exemplos em R”

Se A€ Mpmxn(R) e p €N, entdo

La(M) = AM
é linear
La(M + AN) = A(M + AN)
— AM + A(AN)
— AM + \(AN)
= La(M) + ALa(N).
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Transformacdes lineares

Exemplos em R”

Para p=1: Se A € Mpxn,

LA: Mnxl(R) — mel(R)

|
La: RS R™E [ x] =Ax

é linear.
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Transformacgdes lineares

Exemplos em R”

Se quisermos escrever vetores de R” e R™ como linhas:

a11 - din
SeA=lag]; =11 . i
dml °°° dmn
a1 -+ din X1
LA(X17"'7Xn) =
|dm1 " dmn Xn
B n
Zj:l a1 Xj
n
_Zj:l amjXj
n n
= g aljxj,...,g AmjXj
j=1 j=1
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A funcdo
T:R* - R?

T(X7}/727W):(3X+y—22+w,x—z+w)

é linear, pois

T=1la

onde
31 -2 1
A‘L 0 -1 1]

L. G. Cordeiro (UFSC) Algebra Linear, aula 9 Transformacdes lineares 16 /41



Transformacgdes lineares

Mais exemplos

Seja V = REF. A funcgo

E:RR SR,  E(f)=f(-2)

é linear: Para todas f, g € RRe ) eR,

° E(f+g)=(f+g)(=2) = f(-2) +8(-2) = E(f) + E(g)
o Similarmente, E(Af) = Af(—2) = \E(f).
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Transformacdes lineres

Exemplos: espacos de funcdes

Sejam
o RO o5 espaco vetorial das funcdes reais sobre o intervalo [0,1].
e C[0,1] o subespaco de RI®!I consistindo das funces continuas.

e C'[0,1] o subespaco de CJ[0, 1] consistindo das funcdes diferenciaveis
com derivada continua.

A transformacio de “diferenciagio”
D: C0,1] — C[0,1],  D(f)=f

é linear.
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Transformacdes lineres

Exemplos: espacos de funcdes

Dadas f,g € C![0,1] e A € R, temos, para todos x € [0, 1],
o D(f +Ag)(x) = (f + g)' (x)
= f'(x) + A\g'(x)
= D(f)(x) + AD(g)(x)
)

= (D(f) + AD(g))(x).
Portanto, D(f + A\g) = D(f) + AD(g).
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Transformacdes lineres

Exemplos: espacos de funcdes

Definimos
R: C[0,1] — CY[0,1],

onde, para f € C[0,1], R(f) € C[0, 1] é dada por

para qualquer x € [0, 1].
Entdo R é linear.
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Transformacdes lineres

Exemplos: espacos de funcdes

R(f + M\g)(x /(f—i—)\g

= [+ aeee

= (/OX f(t)dt) +A </0Xg(t)dt>

= R(F)(x) + AR(g)(x)
= (R(f) + AR(g))(x)
Portanto, R(f + Ag) = R(f) + AR(g)

Teorema (Teorema Fundamental do Calculo)
D(R(f)) = f para toda f € C[0,1].
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Transformacdes lineres

Exemplos: espacos de funcdes

A funcdo
1
I: C[0,1] —» R, I(f):/ f(t)dt
0
é linear.
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Transformacgdes lineares

Contra-exemplos

A funcdo

p: R - R, p(x)=x>+1
nio é linear

pix+y)=(x+y)?+1

p(x) +py) =x* +1+y>+1
=x>4+2xy+y*+1

=x*+y*+2
Tome x =y =0:

p(0+0)=p0)=1 mas p(0)+p0)=1+1=2
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Transformacgdes lineares

Contra-exemplos

Similarmente,
p(Ax) = X2x% 41, Ap(x) = A+ A
ara A =x=0,
p(0-0) = p(0) =1, mas 0-p(0) =0.

A funcdo p ndo preserva nem somas nem produto por escalar!
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Transformacgdes lineares

Contra-exemplos

A funcio
X2
FRESR,  flxy) =4y Y70
0, sey=0
n3o é linear.
o F(A(x,y)) = f(Ax, \y)
(Ax)? X B _
se \y #0 A se A=0o0uy=0
=4 (W) i y _
0 caso contrario 0 caso contrario

O sey =0
y

0 caso contrario
= M (x,y).
Algebra Linear, aula 9 Transformacdes lineares 25 /41



Transformacgdes lineares

Contra-exemplos

Mas para y,z,y + z # 0,

2 2 2 2
X w X“zZ4+w
f(x,y)+ f(w,z) = —+ — = 7}/,
y z yz
mas
(x + w)?

(o) + (w.2) = Flx 4wy +2) = 2

As expressdes s3o diferentes, em geral. amos achar um caso expicito onde
elas diferem: y =z=1,x=0, w = 1.
02 12
f(0,1)+f(1,1) = T+T =1
12 1
O+ (L) =F1.2) =7 = .

f preserva o produto por escalar, mas n3o a soma.
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Transformacdes lineares

Contra-exemplos

Existem fun¢des em R que preservam a soma mas ndo preservam o
produto por escalar.

(Mas n&o existe nenhuma férmula que define tal fung&o.)

L. G. Cordeiro (UFSC) Algebra Linear, aula 9 Transformacdes lineares 27 /41



Transformacdes lineares

Transformacdes lineares em geradores

Teorema

Se duas transformacées lineares

Sejam T,S: V — W duas transformagées lineares e G um conjunto
gerador de V.

Se T(g) = S(g) paratodog € G, entio T =S

Em termos mais simples, para verificar que duas transformacdes lineares
sdo iguais, basta verificar em um conjunto gerador.
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Transformacgdes lineares

Transformacdes lineares em geradores

Supomos T(g) = S(g) para todo g € G (gerador).

Dado v € V, temos

v:Z)\g-g

para certos \g € R. Entdo

T(v)=T Z)‘g'g S(v)=S$ Z/\g'g

get geaG
=> T\ g) => S\ 8)
geG geai
=) A T(g) =) A:S(g)
geG geai
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Transformacdes lineares

Transformacdes lineares em geradores

Assim,

T(v) = AT(g) = > AsS(g) = S(v),

geaG geG

qualquer que seja v € V.
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Transformacdes lineares

Estendendo funcdes em bases linearmente

Teorema

Sejam V' e W espacos vetoriais, B uma base de V e f: B — W uma
funcio.

Ent&o existe uma dnica transformaggo linear F: V — W que estende f, no
sentido de que F(b) = f(b) para todo b € B.

Unicidade segue do teorema anterior.
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Transformacgdes lineares

Estendendo funcdes em bases linearmente

Vamos assumir B = {by,

..., bn}. (O caso de dimensdo finita é
completamente analogo)

Dado v € V, ha um @nico modo de se escrever

v=> b
i=1

= A1by + -+ Apby
Defina

F(v) =Y \if(b)
i=1
= Mif(b1) + - + Af(bn).

Ha duas propriedades a serem verificadas.
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Transformacgdes lineares
Estendendo funcdes em bases linearmente

@ F estende f: se b= b; € B, entdo

b=0by + -+ 0bj_1 + 1b; + 0bit1 + - -- 4 0b,

=1b; + »  0b;

J#i
e assim

F(b) = 0f(by) + - - + 0f(bj=1) + 1f(b;) + 0f (bjiy1) + - - + 0f (bp)

= 1f(b;) + > _0f(b))
j#i

= f(bi)

= f(b)
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Transformacdes lineares

Estendendo funcdes em bases linearmente

@ F estende f. (V')
o F élinear: Se

n

Vv = E a;b;
i=1
n

w = Zﬁibi

i=1
AER,

entao

n

VA Aw =) (i + Aifj)b;
i=1

L. G. Cordeiro (UFSC) Algebra Linear, aula 9 Transformacdes lineares 34 /41



Transformacdes lineares

Estendendo funcdes em bases linearmente

n

v+ Aw = Z(ai + AiBi)bj

i=1
e portanto

n

F(v+Aw) = Z(Oéi + ABi)f(bi)

i=1

= (Z aif(bi)> +A (Z /Bif(bi))
i=1 =1

= F(v) + AF(w).
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Transformacdes lineares

Estendendo funcdes em bases linearmente

Dado 6 € R, consideremos a rotagao de angulo 6 ao redor da origem,
denotada Ry:

L. G. Cordeiro (UFSC) Algebra Linear, aula 9 Transformacdes lineares 36 /41



Transformacdes lineares

Estendendo funcdes em bases linearmente

Ry é linear:
(N
N SO
<
h S~
\\ \;\;
A \
\\ \
N \
S
\\‘

e
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Transformacdes lineares

Estendendo funcdes em bases linearmente

Como Ry atua na base canénica de R??

W sin(6)

(1>, 0) cos(0) |

ou seja, Ry(1,0) = (cos(h),sin(8)).
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Transformacdes lineares

Estendendo funcdes em bases linearmente

@ Ry(1,0) = (cos(h),sin(0)).

cos(0)

—sin(0)

ou seja, Ry(0,1) = (—sin(@),cos(h)).
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Transformacgdes lineares

Estendendo funcdes em bases linearmente
@ Ry(1,0) = (cos(0), sin(theta)).
e Ry(0,1) = (—sin(0),cos(h)).
°® Ry(x,y) = Ra(x(1,0) + y(0,1))
= xRy(1,0) + yRy(0,1)
= x(cos(0),sin(0)) + y(—sin(#), cos(0))
= (xcos(f) — ysin(8), xsin(f) + y cos(6))
Portanto, Ry € a transformac3o associada a matriz de rotacido

el
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Tipos especiais de transformacdes lineares

@ transformacdes lineares = funcdes lineares
= aplicacdes lineares
= “mapas’ lineares

@ T:V — V linear (mesmo dominio e contradominio) & as vezes
chamado de operador linear.

@ As vezes “operador’ & usado como sinénimo de “func3o”

@ T:V — R linear & chamado funcional.
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